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òåìïîðàëüíûå îïåðàòîðû

4. Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ

ìîäåëåé äëÿ CTL



Ïðåäïîñûëêè äëÿ ñèìâîëüíîé âåðèôèêàöèè

1. Áóëåâû ôóíêöèè ïðåäñòàâèìû ROBDD;

2. Äëÿ ROBDD èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå ïðîöåäóðû
I ïðîâåðêè ðàâåíñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé f (x̄) = g(x̄) ,
I ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò f (x̄){xi/c} ,
I âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ îïåðàöèé f (x̄) ∗ g(x̄) ;

3. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S ìîäåëè Êðèïêå M = (S ,S0,R, L)
êîäèðóåòñÿ äâîè÷íûìè íàáîðàìè (σ1, σ2, . . . , σn) ;

4. Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ R ìîäåëè Êðèïêå M = (S ,S0,R, L)
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áóëåâà ôóíêöèÿ R(x̄ , x̄ ′) , êîòîðàÿ
çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîñòîÿíèÿ

ìîäåëè;

5. Ôóíêöèÿ ðàçìåòêè L ìîäåëè Êðèïêå M = (S ,S0,R, L)
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íàáîð áóëåâûõ ôóíêöèé

Lp(x̄), p ∈ AP , âûäåëÿþùèõ òå ñîñòîÿíèÿ, íà êîòîðûõ

âûïîëíèìû àòîìàðíûå ôîðìóëû.
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Ïðåäïîñûëêè äëÿ ñèìâîëüíîé âåðèôèêàöèè

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè è îòíîøåíèÿìè ìîäåëèðóþòñÿ

îïåðàöèÿìè íàä áóëåâûìè ôóíêöèÿìè:

I ïåðåñå÷åíèå: A ∩ B = C =⇒ fC = fA ∧ fB ,

I îáúåäèíåíèå: A ∪ B = C =⇒ fC = fA ∨ fB ,

I äîïîëíåíèå: S \ A = C =⇒ fC = ¬fA ,
I îáðàç: R(A) = C =⇒ fC = ∃x̄(fA(x̄) ∧ R(x̄ , ȳ)) ,

I ïðîîáðàç: R−1(A) = C =⇒ fC = ∃ȳ(fA(ȳ) ∧ R(x̄ , ȳ)) .

Çäåñü ∃y h(x , y) = h(x , 0) ∨ h(x , 1) .



Ïðåäïîñûëêè äëÿ ñèìâîëüíîé âåðèôèêàöèè

Àëãîðèòìû àíàëèçà ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèå èõ ïðåäñòàâëåíèÿ

â âèäå OBDD, íàçûâàþòñÿ ñèìâîëüíûì èëè íåÿâíûìè ,

ïîñêîëüêó îí îïåðèðóåò íå ñ ñàìèìè ìíîæåñòâàìè, ýëåìåíòû

êîòîðûõ ÿâíî ïåðå÷èñëåíû, à ñ ñèìâîëüíûìè îïèñàíèÿìè

(ïðåäñòàâëåíèÿìè) ìíîæåñòâ.

Êîãäà ìîäåëü èìååò áîëüøîé ðàçìåð (≥ 232 ), ïðèõîäèòñÿ
îïåðèðîâàòü ñ öåëûìè ìíîæåñòâàìè, à íå ñ îòäåëüíûìè

ñîñòîÿíèÿìè è ïåðåõîäàìè. Òàáëè÷íûå àëãîðèòìû model

checking äëÿ ýòîé öåëè íåïðèãîäíû. Íóæíû èòåðàòèâíûå

àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå ñ îïèñàíèÿìè ìíîæåñòâ.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðîâ

òåìïîðàëüíîé ëîãèêè â òåðìèíàõ íåïîäâèæíîé òî÷êè .

Ïîêàæåì, êàê îïèñàòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåêîòîðîé CTL-ôîðìóëå, ïðè ïîìîùè íàèìåíüøåé èëè

íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü Êðèïêå M = (S , S0,R, L) ñ

êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé.

Ñîâîêóïíîñòü ℘(S) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S îáðàçóåò

ðåøåòêó ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ ⊆ :

I òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü sup(S1,S2) = S1 ∪ S2 ,

I òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü inf (S1, S2) = S1 ∩ S2 ,

Âñÿêèé ýëåìåíò S ′ ðåøåòêè (℘(S),⊆) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê ïðåäèêàò (îòíîøåíèå) íà S , ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå true â

òî÷íîñòè íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ èç S ′ .

Íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî,

êîòîðîå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ False , à íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì

ðåøåòêè ñëóæèò ñàìî ìíîæåñòâî S , êîòîðîå ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü True .

Ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ ℘(S) â ℘(S) , áóäåì íàçûâàòü

ïðåîáðàçîâàòåëåì ïðåäèêàòîâ .



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ïóñòü τ : ℘(S)→ ℘(S) � îäèí èç òàêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé

ïðåäèêàòîâ. Òîãäà

1) Ôóíêöèÿ τ ñ÷èòàåòñÿ ìîíîòîííîé , åñëè èç âêëþ÷åíèÿ

P ⊆ Q ñëåäóåò τ(P) ⊆ τ(Q) ;

2) Ôóíêöèÿ τ ñ÷èòàåòñÿ ∪-íåïðåðûâíîé , åñëè äëÿ âñÿêîé

ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäèêàòîâ

P1 ⊆ P2 ⊆ . . . âåðíî ðàâåíñòâî τ(
∞⋃
i=1

Pi ) =
∞⋃
i=1

τ(Pi ) ;

3) Ôóíêöèÿ τ ñ÷èòàåòñÿ ∩-íåïðåðûâíîé , åñëè äëÿ âñÿêîé

ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðåäèêàòîâ P1 ⊇ P2 ⊇ . . . âåðíî τ(
∞⋂
i=1

Pi ) =
∞⋂
i=1

τ(Pi )

Ïðåäèêàò P íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðåîáðàçîâàòåëÿ

τ , åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî τ(P) = P .



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè
Ó ìîíîòîííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ íà ℘(S) âñåãäà åñòü

íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà µZ . τ(Z ) è

íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà νZ . τ(Z )

Íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èìååò âèä

µZ . τ(Z ) = ∩{Z | τ(Z ) ⊆ Z}
äëÿ ìîíîòîííîãî τ , è ïðè ýòîì

µZ . τ(Z ) =
∞⋃
i=1

τ i (False),

åñëè ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì.

Àíàëîãè÷íî, íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èìååò âèä

νZ . τ(Z ) = ∪{Z | τ(Z ) ⊇ Z}
äëÿ ìîíîòîííîãî τ , è ïðè ýòîì

µZ . τ(Z ) =
∞⋂
i=1

τ i (True),

åñëè ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∩ -íåïðåðûâíûì.

Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Ýòî íåñëîæíûé

ìàòåìàòè÷åñêèé ýòþä èç òåîðèè ìíîæåñòâ.
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Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ñëåäóþùèå ëåììû âåñüìà ïîëåçíû, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûìè íà

êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ëåììà 1. Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à τ � ìîíîòîííûé

ïðåîáðàçîâàòåëü, òî τ òàêæå ∪ -íåïðåðûâåí è ∩ -íåïðåðûâåí.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P1 ⊆ P2 ⊆ . . .
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S .

Òàê êàê S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñóùåñòâóåò òàêîå j0 , ÷òî Pj = Pj0 äëÿ ëþáîãî j > j0 . Ïðè ýòîì

Pj ⊆ Pj0 äëÿ êàæäîãî j < j0 . Òàêèì îáðàçîì, ∪iPi = Pj0 , è

âñëåäñòâèå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì τ(∪iPi ) = τ(Pj0) . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè τ ìû èìååì

τ(P1) ⊆ τ(P2) ⊆ . . . Ïîýòîìó τ(Pj) ⊆ τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî

j < j0 , è τ(Pj) = τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî j > j0 . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∪iτ(Pi ) = τ(Pj0) , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì. Îáîñíîâàíèå ∩
-íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ñëåäóþùèå ëåììû âåñüìà ïîëåçíû, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûìè íà

êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ëåììà 1. Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à τ � ìîíîòîííûé

ïðåîáðàçîâàòåëü, òî τ òàêæå ∪ -íåïðåðûâåí è ∩ -íåïðåðûâåí.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P1 ⊆ P2 ⊆ . . .
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S . Òàê êàê S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñóùåñòâóåò òàêîå j0 , ÷òî Pj = Pj0 äëÿ ëþáîãî j > j0 . Ïðè ýòîì

Pj ⊆ Pj0 äëÿ êàæäîãî j < j0 .

Òàêèì îáðàçîì, ∪iPi = Pj0 , è

âñëåäñòâèå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì τ(∪iPi ) = τ(Pj0) . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè τ ìû èìååì

τ(P1) ⊆ τ(P2) ⊆ . . . Ïîýòîìó τ(Pj) ⊆ τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî

j < j0 , è τ(Pj) = τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî j > j0 . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∪iτ(Pi ) = τ(Pj0) , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì. Îáîñíîâàíèå ∩
-íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ñëåäóþùèå ëåììû âåñüìà ïîëåçíû, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûìè íà

êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ëåììà 1. Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à τ � ìîíîòîííûé

ïðåîáðàçîâàòåëü, òî τ òàêæå ∪ -íåïðåðûâåí è ∩ -íåïðåðûâåí.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P1 ⊆ P2 ⊆ . . .
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S . Òàê êàê S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñóùåñòâóåò òàêîå j0 , ÷òî Pj = Pj0 äëÿ ëþáîãî j > j0 . Ïðè ýòîì

Pj ⊆ Pj0 äëÿ êàæäîãî j < j0 . Òàêèì îáðàçîì, ∪iPi = Pj0 , è

âñëåäñòâèå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì τ(∪iPi ) = τ(Pj0) .

Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè τ ìû èìååì

τ(P1) ⊆ τ(P2) ⊆ . . . Ïîýòîìó τ(Pj) ⊆ τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî

j < j0 , è τ(Pj) = τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî j > j0 . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∪iτ(Pi ) = τ(Pj0) , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì. Îáîñíîâàíèå ∩
-íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ñëåäóþùèå ëåììû âåñüìà ïîëåçíû, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûìè íà

êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ëåììà 1. Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à τ � ìîíîòîííûé

ïðåîáðàçîâàòåëü, òî τ òàêæå ∪ -íåïðåðûâåí è ∩ -íåïðåðûâåí.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P1 ⊆ P2 ⊆ . . .
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S . Òàê êàê S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñóùåñòâóåò òàêîå j0 , ÷òî Pj = Pj0 äëÿ ëþáîãî j > j0 . Ïðè ýòîì

Pj ⊆ Pj0 äëÿ êàæäîãî j < j0 . Òàêèì îáðàçîì, ∪iPi = Pj0 , è

âñëåäñòâèå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì τ(∪iPi ) = τ(Pj0) . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè τ ìû èìååì

τ(P1) ⊆ τ(P2) ⊆ . . .

Ïîýòîìó τ(Pj) ⊆ τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî

j < j0 , è τ(Pj) = τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî j > j0 . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∪iτ(Pi ) = τ(Pj0) , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì. Îáîñíîâàíèå ∩
-íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ñëåäóþùèå ëåììû âåñüìà ïîëåçíû, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûìè íà

êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ëåììà 1. Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à τ � ìîíîòîííûé

ïðåîáðàçîâàòåëü, òî τ òàêæå ∪ -íåïðåðûâåí è ∩ -íåïðåðûâåí.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P1 ⊆ P2 ⊆ . . .
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S . Òàê êàê S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñóùåñòâóåò òàêîå j0 , ÷òî Pj = Pj0 äëÿ ëþáîãî j > j0 . Ïðè ýòîì

Pj ⊆ Pj0 äëÿ êàæäîãî j < j0 . Òàêèì îáðàçîì, ∪iPi = Pj0 , è

âñëåäñòâèå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì τ(∪iPi ) = τ(Pj0) . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè τ ìû èìååì

τ(P1) ⊆ τ(P2) ⊆ . . . Ïîýòîìó τ(Pj) ⊆ τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî

j < j0 , è τ(Pj) = τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî j > j0 .

Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∪iτ(Pi ) = τ(Pj0) , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì. Îáîñíîâàíèå ∩
-íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ñëåäóþùèå ëåììû âåñüìà ïîëåçíû, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûìè íà

êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ëåììà 1. Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à τ � ìîíîòîííûé

ïðåîáðàçîâàòåëü, òî τ òàêæå ∪ -íåïðåðûâåí è ∩ -íåïðåðûâåí.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P1 ⊆ P2 ⊆ . . .
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S . Òàê êàê S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñóùåñòâóåò òàêîå j0 , ÷òî Pj = Pj0 äëÿ ëþáîãî j > j0 . Ïðè ýòîì

Pj ⊆ Pj0 äëÿ êàæäîãî j < j0 . Òàêèì îáðàçîì, ∪iPi = Pj0 , è

âñëåäñòâèå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì τ(∪iPi ) = τ(Pj0) . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè τ ìû èìååì

τ(P1) ⊆ τ(P2) ⊆ . . . Ïîýòîìó τ(Pj) ⊆ τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî

j < j0 , è τ(Pj) = τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî j > j0 . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∪iτ(Pi ) = τ(Pj0) , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì.

Îáîñíîâàíèå ∩
-íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ñëåäóþùèå ëåììû âåñüìà ïîëåçíû, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûìè íà

êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ëåììà 1. Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à τ � ìîíîòîííûé

ïðåîáðàçîâàòåëü, òî τ òàêæå ∪ -íåïðåðûâåí è ∩ -íåïðåðûâåí.

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P1 ⊆ P2 ⊆ . . .
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S . Òàê êàê S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñóùåñòâóåò òàêîå j0 , ÷òî Pj = Pj0 äëÿ ëþáîãî j > j0 . Ïðè ýòîì

Pj ⊆ Pj0 äëÿ êàæäîãî j < j0 . Òàêèì îáðàçîì, ∪iPi = Pj0 , è

âñëåäñòâèå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì τ(∪iPi ) = τ(Pj0) . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè τ ìû èìååì

τ(P1) ⊆ τ(P2) ⊆ . . . Ïîýòîìó τ(Pj) ⊆ τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî

j < j0 , è τ(Pj) = τ(Pj0) äëÿ êàæäîãî j > j0 . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∪iτ(Pi ) = τ(Pj0) , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåîáðàçîâàòåëü τ ÿâëÿåòñÿ ∪ -íåïðåðûâíûì. Îáîñíîâàíèå ∩
-íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè
Çàïèñü τ i (Z ) áóäåò îáîçíà÷àòü i -êðàòíîå ïðèìåíåíèå τ ê Z .

Áîëåå ñòðîãî τ i (Z ) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ñîîòíîøåíèÿìè

τ0(Z ) = Z è τ i+1(Z ) = τ(τ i (Z )) .
Ëåììà 2. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, òî äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

τ i (False) ⊆ τ i+1(False) è τ i (True) ⊇ τ i+1(True).

Ëåììà 3. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, à S �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

i0 è j0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî i > i0 âåðíî ðàâåíñòâî

τ i (False) = τ i0(False) , è äëÿ ëþáîãî j > j0 âåðíî ðàâåíñòâî

τ j(True) = τ j0(True) .

Ëåììà 4. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, à S �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

i0 è j0 , ÷òî

µZ . τ(Z ) = τ i0(False) è νZ . τ(Z ) = τ j0(True)



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè
Çàïèñü τ i (Z ) áóäåò îáîçíà÷àòü i -êðàòíîå ïðèìåíåíèå τ ê Z .

Áîëåå ñòðîãî τ i (Z ) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ñîîòíîøåíèÿìè

τ0(Z ) = Z è τ i+1(Z ) = τ(τ i (Z )) .
Ëåììà 2. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, òî äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

τ i (False) ⊆ τ i+1(False) è τ i (True) ⊇ τ i+1(True).

Ëåììà 3. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, à S �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

i0 è j0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî i > i0 âåðíî ðàâåíñòâî

τ i (False) = τ i0(False) , è äëÿ ëþáîãî j > j0 âåðíî ðàâåíñòâî

τ j(True) = τ j0(True) .

Ëåììà 4. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, à S �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

i0 è j0 , ÷òî

µZ . τ(Z ) = τ i0(False) è νZ . τ(Z ) = τ j0(True)



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè
Çàïèñü τ i (Z ) áóäåò îáîçíà÷àòü i -êðàòíîå ïðèìåíåíèå τ ê Z .

Áîëåå ñòðîãî τ i (Z ) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ñîîòíîøåíèÿìè

τ0(Z ) = Z è τ i+1(Z ) = τ(τ i (Z )) .
Ëåììà 2. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, òî äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

τ i (False) ⊆ τ i+1(False) è τ i (True) ⊇ τ i+1(True).

Ëåììà 3. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, à S �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

i0 è j0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî i > i0 âåðíî ðàâåíñòâî

τ i (False) = τ i0(False) , è äëÿ ëþáîãî j > j0 âåðíî ðàâåíñòâî

τ j(True) = τ j0(True) .

Ëåììà 4. Åñëè τ � ìîíîòîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü, à S �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

i0 è j0 , ÷òî

µZ . τ(Z ) = τ i0(False) è νZ . τ(Z ) = τ j0(True)



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ëåìì äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåé

íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîíîòîííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé

function Lfp(Tau : PredicateTransformer) : Predicate
Q := False; Q ′ := Tau(Q);
while (Q 6= Q ′) do

Q := Q ′; Q ′ := Tau(Q ′);
end while;

return(Q)
end function



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Èíâàðèàíò öèêëà while â òåëå ïðîöåäóðû çàäàåòñÿ îòíîøåíèåì

(Q ′ = τ(Q)) ∧ (Q ′ ⊆ µZ . τ(Z )) .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â íà÷àëå i -é èòåðàöèè öèêëà

âûïîëíÿåòñÿ Q ⊆ τ i−1(False) è Q ′ ⊆ τ i (False) .

Èç ëåììû 4 âûòåêàåò False ⊆ τ(False) ⊆ τ2(False) ⊆ . . .

Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé îïåðàòîðà öèêëà

îãðàíè÷åíî êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ â S . Ïðè âûõîäå èç öèêëà,

Q = τ(Q) è Q ⊆ µZ . τ(Z ) . Òàê êàê Q ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé

òî÷êîé, µZ . τ(Z ) ⊆ Q , è ïîýòîìó Q = µZ . τ(Z ) . Òåì ñàìûì

ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå, êîòîðîå âîçâðàùàåò ïðîöåäóðà, � ýòî

äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Èíâàðèàíò öèêëà while â òåëå ïðîöåäóðû çàäàåòñÿ îòíîøåíèåì

(Q ′ = τ(Q)) ∧ (Q ′ ⊆ µZ . τ(Z )) .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â íà÷àëå i -é èòåðàöèè öèêëà

âûïîëíÿåòñÿ Q ⊆ τ i−1(False) è Q ′ ⊆ τ i (False) .

Èç ëåììû 4 âûòåêàåò False ⊆ τ(False) ⊆ τ2(False) ⊆ . . .

Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé îïåðàòîðà öèêëà

îãðàíè÷åíî êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ â S . Ïðè âûõîäå èç öèêëà,

Q = τ(Q) è Q ⊆ µZ . τ(Z ) . Òàê êàê Q ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé

òî÷êîé, µZ . τ(Z ) ⊆ Q , è ïîýòîìó Q = µZ . τ(Z ) . Òåì ñàìûì

ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå, êîòîðîå âîçâðàùàåò ïðîöåäóðà, � ýòî

äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.



Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè

Íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà âû÷èñëÿåòñÿ ïîäîáíûì æå

îáðàçîì ïðè ïîìîùè äðóãîé ïðîãðàììû. Ïðèìåíÿÿ ïî ñóòè

äåëà òó æå ñàìóþ àðãóìåíòàöèþ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è ýòà

ïðîöåäóðà âñåãäà çàâåðøàåò ñâîè âû÷èñëåíèÿ è âîçâðàùàåò â

êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ νZ . τ(Z ) .

function Gfp(Tau : PredicateTransformer) : Predicate
Q := True; Q ′ := Tau(Q);
while (Q 6= Q ′) do

Q := Q ′; Q ′ := Tau(Q ′);
end while;

return(Q)
end function



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Åñëè ñîïîñòàâèòü êàæäîé ôîðìóëå f ïðåäèêàò {s | M, s |= f }
íà ℘(S) , òî êàæäûé òåìïîðàëüíûé îïåðàòîð CTL ìîæíî

îïèñàòü â òåðìèíàõ íàèìåíüøåé èëè íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé

òî÷êè ïîäõîäÿùåãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïðåäèêàòîâ. Ìû îáîñíóåì

îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê òîëüêî äëÿ EG è EU .

I EG f1 = νZ . f1 ∧ EXZ ,

I E[f1 U f2] = µZ . f2 ∨ (f1 ∧ EXZ ) ,

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî íàèìåíüøèå íåïîäâèæíûå òî÷êè

ñîîòâåòñòâóþò ñâîéñòâàì, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

êîãäà-íèáóäü, à íàèáîëüøèå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò

ñâîéñòâàì, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ âñåãäà. Ïîýòîìó

AF f1 õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé

òî÷êè, à EG f1 èìååò îïèñàíèå â òåðìèíàõ íàèáîëüøåé

íåïîäâèæíîé òî÷êè.



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 5. Ïðåîáðàçîâàòåëü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ ìîíîòîííûé.

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P1 ⊆ P2 . ×òîáû ïðîâåðèòü

âêëþ÷åíèå τ(P1) ⊆ τ(P2) , âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå

s ∈ τ(P1) . Òîãäà s |= f1 è ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ P1 . Íî ââèäó òîãî ÷òî P1 ⊆ P2 , âåðíî òàêæå è

âêëþ÷åíèå s ′ ∈ P2 . Çíà÷èò, s ∈ τ(P2) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 5. Ïðåîáðàçîâàòåëü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ ìîíîòîííûé.

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P1 ⊆ P2 .

×òîáû ïðîâåðèòü

âêëþ÷åíèå τ(P1) ⊆ τ(P2) , âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå

s ∈ τ(P1) . Òîãäà s |= f1 è ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ P1 . Íî ââèäó òîãî ÷òî P1 ⊆ P2 , âåðíî òàêæå è

âêëþ÷åíèå s ′ ∈ P2 . Çíà÷èò, s ∈ τ(P2) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 5. Ïðåîáðàçîâàòåëü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ ìîíîòîííûé.

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P1 ⊆ P2 . ×òîáû ïðîâåðèòü

âêëþ÷åíèå τ(P1) ⊆ τ(P2) , âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå

s ∈ τ(P1) . Òîãäà s |= f1 è ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ P1 .

Íî ââèäó òîãî ÷òî P1 ⊆ P2 , âåðíî òàêæå è

âêëþ÷åíèå s ′ ∈ P2 . Çíà÷èò, s ∈ τ(P2) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 5. Ïðåîáðàçîâàòåëü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ ìîíîòîííûé.

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P1 ⊆ P2 . ×òîáû ïðîâåðèòü

âêëþ÷åíèå τ(P1) ⊆ τ(P2) , âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå

s ∈ τ(P1) . Òîãäà s |= f1 è ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ P1 . Íî ââèäó òîãî ÷òî P1 ⊆ P2 , âåðíî òàêæå è

âêëþ÷åíèå s ′ ∈ P2 .

Çíà÷èò, s ∈ τ(P2) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 5. Ïðåîáðàçîâàòåëü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ ìîíîòîííûé.

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P1 ⊆ P2 . ×òîáû ïðîâåðèòü

âêëþ÷åíèå τ(P1) ⊆ τ(P2) , âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå

s ∈ τ(P1) . Òîãäà s |= f1 è ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ P1 . Íî ââèäó òîãî ÷òî P1 ⊆ P2 , âåðíî òàêæå è

âêëþ÷åíèå s ′ ∈ P2 . Çíà÷èò, s ∈ τ(P2) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 6. Ïóñòü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ i0(True)
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè True ⊇ τ(True) ⊇ . . . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s èç τ i0(True) ìû èìååì s |= f1 è, êðîìå

òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî (s, s ′) ∈ R è

s ′ ∈ τ i0(True) .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s ∈ τ i0(True) . Ïîñêîëüêó ïðåäèêàò
τ i0(True) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé τ , èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî τ i0(True) = τ(τ i0(True)) . Òàêèì îáðàçîì,

s ∈ τ(τ i0(True)) . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïîëó÷àåì,

÷òî s |= f1 è, êðîìå òîãî, èìååòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ τ i0(True) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 6. Ïóñòü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ i0(True)
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè True ⊇ τ(True) ⊇ . . . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s èç τ i0(True) ìû èìååì s |= f1 è, êðîìå

òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî (s, s ′) ∈ R è

s ′ ∈ τ i0(True) .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s ∈ τ i0(True) . Ïîñêîëüêó ïðåäèêàò
τ i0(True) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé τ , èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî τ i0(True) = τ(τ i0(True)) .

Òàêèì îáðàçîì,

s ∈ τ(τ i0(True)) . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïîëó÷àåì,

÷òî s |= f1 è, êðîìå òîãî, èìååòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ τ i0(True) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 6. Ïóñòü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ i0(True)
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè True ⊇ τ(True) ⊇ . . . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s èç τ i0(True) ìû èìååì s |= f1 è, êðîìå

òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî (s, s ′) ∈ R è

s ′ ∈ τ i0(True) .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s ∈ τ i0(True) . Ïîñêîëüêó ïðåäèêàò
τ i0(True) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé τ , èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî τ i0(True) = τ(τ i0(True)) . Òàêèì îáðàçîì,

s ∈ τ(τ i0(True)) .

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïîëó÷àåì,

÷òî s |= f1 è, êðîìå òîãî, èìååòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ τ i0(True) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 6. Ïóñòü τ(Z ) = f1 ∧ EXZ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ i0(True)
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè True ⊇ τ(True) ⊇ . . . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s èç τ i0(True) ìû èìååì s |= f1 è, êðîìå

òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî (s, s ′) ∈ R è

s ′ ∈ τ i0(True) .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s ∈ τ i0(True) . Ïîñêîëüêó ïðåäèêàò
τ i0(True) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé τ , èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî τ i0(True) = τ(τ i0(True)) . Òàêèì îáðàçîì,

s ∈ τ(τ i0(True)) . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ ïîëó÷àåì,

÷òî s |= f1 è, êðîìå òîãî, èìååòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ , ÷òî
(s, s ′) ∈ R è s ′ ∈ τ i0(True) . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 7. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s0 |= EG f1 . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè |= ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü s0, s1, . . . â

M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî k èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sk |= f1 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s0 |= f1 è s1 |= EG f1 . Èíûìè ñëîâàìè,

s0 |= f1 è s0 |= EXEG f1 . Ïîýòîìó EG f1 ⊆ f1 ∧ EXEG f1 .

È íàîáîðîò, åñëè s0 |= f1 ∧ EXEG f1 , òî s0 |= EG f1 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì EG f1 = f1 ∧ EXEG f1 . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 7. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s0 |= EG f1 .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè |= ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü s0, s1, . . . â

M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî k èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sk |= f1 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s0 |= f1 è s1 |= EG f1 . Èíûìè ñëîâàìè,

s0 |= f1 è s0 |= EXEG f1 . Ïîýòîìó EG f1 ⊆ f1 ∧ EXEG f1 .

È íàîáîðîò, åñëè s0 |= f1 ∧ EXEG f1 , òî s0 |= EG f1 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì EG f1 = f1 ∧ EXEG f1 . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 7. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s0 |= EG f1 . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè |= ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü s0, s1, . . . â

M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî k èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sk |= f1 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s0 |= f1 è s1 |= EG f1 . Èíûìè ñëîâàìè,

s0 |= f1 è s0 |= EXEG f1 . Ïîýòîìó EG f1 ⊆ f1 ∧ EXEG f1 .

È íàîáîðîò, åñëè s0 |= f1 ∧ EXEG f1 , òî s0 |= EG f1 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì EG f1 = f1 ∧ EXEG f1 . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 7. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s0 |= EG f1 . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè |= ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü s0, s1, . . . â

M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî k èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sk |= f1 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s0 |= f1 è s1 |= EG f1 . Èíûìè ñëîâàìè,

s0 |= f1 è s0 |= EXEG f1 .

Ïîýòîìó EG f1 ⊆ f1 ∧ EXEG f1 .

È íàîáîðîò, åñëè s0 |= f1 ∧ EXEG f1 , òî s0 |= EG f1 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì EG f1 = f1 ∧ EXEG f1 . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 7. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s0 |= EG f1 . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè |= ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü s0, s1, . . . â

M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî k èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sk |= f1 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s0 |= f1 è s1 |= EG f1 . Èíûìè ñëîâàìè,

s0 |= f1 è s0 |= EXEG f1 . Ïîýòîìó EG f1 ⊆ f1 ∧ EXEG f1 .

È íàîáîðîò, åñëè s0 |= f1 ∧ EXEG f1 , òî s0 |= EG f1 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì EG f1 = f1 ∧ EXEG f1 . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 7. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Äîê-âî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s0 |= EG f1 . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè |= ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü s0, s1, . . . â

M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî k èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sk |= f1 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s0 |= f1 è s1 |= EG f1 . Èíûìè ñëîâàìè,

s0 |= f1 è s0 |= EXEG f1 . Ïîýòîìó EG f1 ⊆ f1 ∧ EXEG f1 .

È íàîáîðîò, åñëè s0 |= f1 ∧ EXEG f1 , òî s0 |= EG f1 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì EG f1 = f1 ∧ EXEG f1 . �



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 8. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé

òî÷êîé ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Ëåììà 9. Ïðåäèêàò E[f1 U f2] ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé

íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f2 ∨ (f1 ∧ EXZ ) .

Äîê-âî. Ñàìîñòîÿòåëüíî.



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 8. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé

òî÷êîé ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Ëåììà 9. Ïðåäèêàò E[f1 U f2] ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé

íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f2 ∨ (f1 ∧ EXZ ) .

Äîê-âî. Ñàìîñòîÿòåëüíî.



Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òåìïîðàëüíûå

îïåðàòîðû

Ëåììà 8. Ïðåäèêàò EG f1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé

òî÷êîé ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f1 ∧ EXZ .

Ëåììà 9. Ïðåäèêàò E[f1 U f2] ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé

íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðåîáðàçîâàòåëÿ τ(Z ) = f2 ∨ (f1 ∧ EXZ ) .

Äîê-âî. Ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Òàáëè÷íûé àãîðèòì âåðèôèêàöèè ìîäåëåé äëÿ CTL ñ ÿâíûì

ïðåäñòàâëåíèåì ìîäåëè èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü êàê ïî

ðàçìåðó ìîäåëè, òàê è ïî äëèíå ôîðìóëû.

Îäíàêî ðàçìåð ìîäåëè ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç

ìíîãèõ ïðîöåññîâ èëè êîìïîíåíòîâ, âîçðàñòàåò

ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïðîöåññîâ.

Ñèìâîëüíûå àëãîðèòìû âåðèôèêàöèè ìîäåëåé äëÿ CTL

ïîçâîëÿþò ïðåîäîëåò òðóäíîñòè state explosion

(¾êîìáèíàòîðíîãî âçðûâà¿ ÷èñëà ñîñòîÿíèé). ×òîáû

ñôîðìóëèðîâàòü ñèìâîëüíûé àëãîðèòì âåðèôèêàöèè ìîäåëåé,

ëó÷øå âñåãî èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííóþ ñèñòåìó îáîçíà÷àíèé

äëÿ ñëîæíûõ îïåðàöèé íà áóëåâûõ ôîðìóëàõ. Äëÿ ýòîãî

ïðèãîäíû êâàíòèôèöèðîâàííûå áóëåâû ôîðìóëû (QBF).



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî V = {v0, . . . , vn−1}
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QBF(V )
íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ôîðìóë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

I êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç V ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé;

I åñëè f è g � ôîðìóëû, òî ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ è

âûðàæåíèÿ ¬f , f ∧ g , f ∨ g ;

I åñëè f � ôîðìóëà è v ∈ V , òî ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ è

âûðàæåíèÿ ∃v f è ∀v f .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL
Îöåíêîé çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ ìíîæåñòâà QBF(V )
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ σ : V → {0, 1} . Åñëè a ∈ {0, 1} , òî çàïèñü
σ〈v ← a〉 îáîçíà÷àåò èñòèííîñòíóþ îöåíêó, êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

σ〈v ← a〉(w) =

{
a , åñëè v = w ,

σ(w) , åñëè v 6= w .

Çàïèñü σ |= f , ãäå f � êâàíòèôèöèðîâàííàÿ áóëåâà ôîðìóëà, à

σ � èñòèííîñòíàÿ îöåíêà, îáçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà f èñòèííà

ïðè îöåíêå σ . Îòíîøåíèå |= îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî

î÷åâèäíûì îáðàçîì:

I σ |= v ⇐⇒ σ(v) = 1,

I σ |= ¬f ⇐⇒ σ 6|= f ,

I σ |= f ∨ g ⇐⇒ σ |= f èëè σ |= g ,

I σ |= f ∧ g ⇐⇒ σ |= f è σ |= g ,

I σ |= ∃vf ⇐⇒ σ〈v → 0〉 |= f èëè σ〈v → 1〉 |= f ,

I σ |= ∀vf ⇐⇒ σ〈v → 0〉 |= f è σ〈v → 1〉 |= f .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL
Îöåíêîé çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ ìíîæåñòâà QBF(V )
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ σ : V → {0, 1} . Åñëè a ∈ {0, 1} , òî çàïèñü
σ〈v ← a〉 îáîçíà÷àåò èñòèííîñòíóþ îöåíêó, êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

σ〈v ← a〉(w) =

{
a , åñëè v = w ,

σ(w) , åñëè v 6= w .
Çàïèñü σ |= f , ãäå f � êâàíòèôèöèðîâàííàÿ áóëåâà ôîðìóëà, à

σ � èñòèííîñòíàÿ îöåíêà, îáçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà f èñòèííà

ïðè îöåíêå σ . Îòíîøåíèå |= îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî

î÷åâèäíûì îáðàçîì:

I σ |= v ⇐⇒ σ(v) = 1,

I σ |= ¬f ⇐⇒ σ 6|= f ,

I σ |= f ∨ g ⇐⇒ σ |= f èëè σ |= g ,

I σ |= f ∧ g ⇐⇒ σ |= f è σ |= g ,

I σ |= ∃vf ⇐⇒ σ〈v → 0〉 |= f èëè σ〈v → 1〉 |= f ,

I σ |= ∀vf ⇐⇒ σ〈v → 0〉 |= f è σ〈v → 1〉 |= f .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè QBF òî÷íî òàêèå æå, êàê è ó

îáû÷íûõ áóëåâûõ ôîðìóë, ïðîñòî QBF áîëåå ëàêîíè÷íû.

Êàæäàÿ QBF çàäàåò íåêîòîðîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå V , è

ýòî îòíîøåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè ROBDD, åñëè

âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïîçèöèåé îïåðàöèè îãðàíè÷åíèÿ è

îïåðàöèè Apply :

I ∃xf = f |x←0 ∨ f |x←1 ,

I ∀xf = f |x←0 ∧ f |x←1 .

Êâàíòîðû èñïîëüçóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî â îïåðàöèÿõ

ðåëÿöèîííîãî ïðîèçâåäåíèÿ , êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ∃v [f (w , v) ∧ g(v , x)] .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Ñèìâîëüíûé àëãîðèòì âåðèôèêàöèè ìîäåëåé ðåàëèçîâàí â

âèäå ïðîöåäóðû Check . Îíà ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
CTL ôîðìóëó ϕ , êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, è OBDD,

ïðåäñòàâëÿþùåé îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ R àíàëèçèðóåìîé

ìîäåëè Êðèïêå M . Ïðîöåäóðà âû÷èñëÿåò OBDD,

ïðåäñòàâëÿþùóþ ìíîæåñòâî Sϕ = {s | M, s |= ϕ} âñåõ òåõ
ñîñòîÿíèé ìîäåëè M , â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ϕ .

Ïðîöåäóðà Check ïðîâîäèò âû÷èñëåíèÿ èíäóêòèâíî, ñîîáðàçíî

ñòðóêòóðå CTL ôîðìóë.

Åñëè f � ýòî àòîìàðíîå âûñêàçûâàíèå a , òî Check(f ,R) � ýòî

OBDD, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, â

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ a .

Åñëè f = f1 ∨ f2 èëè f = ¬f1 , òî Check(f ,R) ïîëó÷àåòñÿ

ïðèìåíåíèåì ôóíêöèè Apply ê àðãóìåíòàì Check(f1,R) è

Check(f2,R) .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Ñèìâîëüíûé àëãîðèòì âåðèôèêàöèè ìîäåëåé ðåàëèçîâàí â

âèäå ïðîöåäóðû Check . Îíà ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
CTL ôîðìóëó ϕ , êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, è OBDD,

ïðåäñòàâëÿþùåé îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ R àíàëèçèðóåìîé

ìîäåëè Êðèïêå M . Ïðîöåäóðà âû÷èñëÿåò OBDD,

ïðåäñòàâëÿþùóþ ìíîæåñòâî Sϕ = {s | M, s |= ϕ} âñåõ òåõ
ñîñòîÿíèé ìîäåëè M , â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ϕ .

Ïðîöåäóðà Check ïðîâîäèò âû÷èñëåíèÿ èíäóêòèâíî, ñîîáðàçíî

ñòðóêòóðå CTL ôîðìóë.

Åñëè f � ýòî àòîìàðíîå âûñêàçûâàíèå a , òî Check(f ,R) � ýòî

OBDD, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, â

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ a .

Åñëè f = f1 ∨ f2 èëè f = ¬f1 , òî Check(f ,R) ïîëó÷àåòñÿ

ïðèìåíåíèåì ôóíêöèè Apply ê àðãóìåíòàì Check(f1,R) è

Check(f2,R) .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Ôîðìóëû âèäà EX f , E[f U g ] è EG f îáðàáàòûâàþòñÿ ïðè

ïîìîùè îòäåëüíûõ ïðîöåäóð

Check(EX f ,R) = CheckEX (Check(f ,R)) ,

Check(E[f U g ],R) = CheckEU(Check(f ,R),Check(g ,R)) ,

Check(EG f ,R) = CheckEG (Check(f ,R)) .

Ïðîöåäóðà CheckEX îïèðàåòñÿ íà îïðåäåëåíèå òåìïîðàëüíîãî

îïåðàòîðà EX :

CheckEX (f (v)) = ∃v ′[f (v ′) ∧ R(v , v ′)] ,

ãäå R(v , v ′) � ýòî OBDD, ïðåäñòàâëÿþùàÿ îòíîøåíèå

ïåðåõîäîâ.

Ðàñïîëàãàÿ OBDD äëÿ f è R , ìîæíî âû÷èñëèòü OBDD äëÿ

∃v ′[f (v ′) ∧ R(v , v ′)]

ïðè ïîìîùè îïåðàöèé íàä QBF.



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Ôîðìóëû âèäà EX f , E[f U g ] è EG f îáðàáàòûâàþòñÿ ïðè

ïîìîùè îòäåëüíûõ ïðîöåäóð

Check(EX f ,R) = CheckEX (Check(f ,R)) ,

Check(E[f U g ],R) = CheckEU(Check(f ,R),Check(g ,R)) ,

Check(EG f ,R) = CheckEG (Check(f ,R)) .

Ïðîöåäóðà CheckEX îïèðàåòñÿ íà îïðåäåëåíèå òåìïîðàëüíîãî

îïåðàòîðà EX :

CheckEX (f (v)) = ∃v ′[f (v ′) ∧ R(v , v ′)] ,

ãäå R(v , v ′) � ýòî OBDD, ïðåäñòàâëÿþùàÿ îòíîøåíèå

ïåðåõîäîâ.

Ðàñïîëàãàÿ OBDD äëÿ f è R , ìîæíî âû÷èñëèòü OBDD äëÿ

∃v ′[f (v ′) ∧ R(v , v ′)]

ïðè ïîìîùè îïåðàöèé íàä QBF.



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Ïðîöåäóðà CheckEU îïèðàåòñÿ íà ôîðìóëó íàèìåíüøåé

íåïîäâèæíîé òî÷êè, îïèñûâàþùóþ CTL îïåðàòîð EU:

E[f1 U f2] = µZ . f2 ∨ (f1 ∧ EXZ ) .

Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Lfp âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Q0,Q1,Q2, . . . ,Qi , . . . ,

ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, ñõîäÿùàÿñÿ ê E[f U g ] çà êîíå÷ííîå ÷èñëî

øàãîâ.

Ðàñïîëàãàÿ ROBDD äëÿ f , g è òåêóùèì ïðèáëèæåíèåì Qi ,

ìîæíî âû÷èñëèòü OBDD äëÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ Qi+1 .

Ïîñêîëüêó ROBDD � ýòî êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ

áóëåâûõ ôóíêöèé, ñõîäèìîñòü ëåãêî ïðîâåðèòü, ñðàâíèâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ. Êàê òîëüêî âûïîëíèòñÿ

ðàâåíñòâî Qi = Qi+1 , ôóíêöèÿ Lfp ïðåêðàòèò âû÷èñëåíèÿ.

Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ E[f U g ] , áóäåò
ïðåäñòàâëåíî ROBDD äëÿ Qi .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL

Ïðîöåäóðà CheckEG óñòðîåíà ñõîäíûì îáðàçîì. Â åå îñíîâå

ëåæèò ôîðìóëà íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ CTL

îïåðàòîðà EG :

EG f1 = νZ . f1 ∧ EXZ .

Ðàñïîëàãàÿ OBDD äëÿ f1 , ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Gfp

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ROBDD, ïðåäñòàâëÿþùåé ìíîæåñòâî

ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà EG f1 .



Ñèìâîëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé äëÿ CTL
Ìåòîä ñèìâîëüíîé âåðèôèêàöèè ìîäåëåé ðàáîòàåò òàê.

1. äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà act âñÿêîãî ïðîöåññà P
ïðîâåðÿåìîé ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû Syst ñòðîèòñÿ
ROBDD Ract , îïèñûâàþùàÿ îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ íà

ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ, êîòîðîå çàäàåòñÿ ýòèì

îïåðàòîðîì.

2. äëÿ êàæäîãî ïðîöåññà P ïðîâåðÿåìîé ðàñïðåäåëåííîé

ñèñòåìû Syst ñòðîèòñÿ ROBDD RP =
⋃

act∈P Ract ,

îïèñûâàþùàÿ îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ ýòîãî ïðîöåññà.

3. äëÿ ïðîâåðÿåìîé ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû Syst â
çàâèñèìîñòè îò âèäà ïàðàëëåëüíîé êîìïîçèöèè ñòðîèòñÿ

ROBDD RSyst =‖P∈Syst RP , îïèñûâàþùàÿ îòíîøåíèå
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Óïðàæíåíèå.

Ïðèìåíèòå ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé

òî÷êè Lfp è íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè Gfp äëÿ ïðîâåðêè

âûïîëíèìîñòè ôîðìóë CTL íà ìîäåëè è ïðîâåðüòå, â êàêèõ

ñîñòîÿíèé s ñîáëþäàþòñÿ îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòèM, s |= ϕ
äëÿ ïðèâåäåííûõ íèæå ôîðìóë íà ìîäåëèM ,

I AF q

I AG(AF(p ∨ r))

I EXEX r

I AGA[q R p]
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